Réponse : 


a) La matrice carrée M est réelle symétrique, donc est diagonalisable dans le groupe orthogo- 
nal. Toutes ses valeurs propres ne peuvent pas être confondues, autrement M serait une matrice 
d’homothétie, donc de la forme À, ce qui est faux puisque les termes non diagonaux de M ne 
sont pas nuls. On pourra ainsi toujours trouver deux valeurs propres distinctes de M. 


Remarque : On peut calculer le polynôme caractéristique de M et constater que M admet 
exactement deux valeurs propres. Ce n’est pas nécessaire ici. 


b) e Analyse : Si ces suites existent, 


{ MPÈT = oy41M + Bi 
MP = MMP = M (a, M + BI) = «M? + 8,M 


donc : 


QpH1M + Boril = ap(a2M + Bal) + B,M 
(a2oy + B,) M + Boop. 


Comme le système (7, M) est libre dans l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n (car 
M n’est pas de la forme À] puisqu’admet au moins deux valeurs propres distinctes), on obtient : 


{ Qp+1 = 20p + BP 
Bp+i = PaQp- 


De même : 
{ Qp = AA p-1 + Bi 
Be — B2Qp-1 
donc @5+1 = a2Qp + Bian-1. Si (a») et (B,) existent, (a,) est définie par des conditions initiales 
et les relations de récurrence @,+1 = @2ap + Boap-1, et B,, = Baap-1 Si p > 2. 
Les conditions initiales sont données par (a1, 81) = (1,0) et (a, 52) qui doit vérifier : 


M? = a2M + Bol. 


e Synthèse : On va montrer qu’il existe un couple (a,/) € R? tel que M? = a2M + B,1. 
Il suffira alors de définir la suite (a,) par récurrence en posant @,+1 = a2ay + Po0y_1, avec a2 
connu et a = 1, et définir la suite (B,) en posant 6, = 0 et 8, = Boa»_1 si p > 2, pour pouvoir 
facilement démontrer par récurrence que : 


VpEeN* MP =a,M + 8,1. 
Cette égalité est évidente si p = 1 ou 2, et si elle est vraie au rang p, alors : 
MP=MM? = M (M +B,1) 
— ay M? +- B,M 
— A» (aoM + B1) + B,M 
= @pr1M +8,11 
ce qui prouve la formule au rang p + 1. 
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Montrons donc l'existence de (a, 3) € R? tel que M? = a2M + B,1. Posons N = M? = (N;;). 
On sait que 1 = (6;;) où d;; désigne le symbole de Kronecker. On a : 


N;j — Ÿ MM = 


k=1 


aM;; + Mija + (n —2)b? = 2ab+(n-2)b? sii£j 
a+ (n—1)62 Sii— j. 


Ecrire M? = @2M + BI est alors équivalent à écrire : 


Vi 5j 2ab+(n—2)b? = a2b 
Vi a? + (n — 1)b? = ca + Bo, 


et ce système triangulaire admet un et un seul couple-solution (a2, 52) donné par 
O2 = (2ab + (n — 2) b°) /b et B} = à? + (n — 1) b° — a. 


c) Soit x un vecteur propre (non ul) de M associé à la valeur propre À. De MP = a,M + 8,1 
on déduit MP (x) = a, M (x) + B,x, ce qui s'écrit x = a,r + B,x. Comme x # 0, on obtient 
X = ap) + B,. En recommençant avec l’autre valeur propre y, on obtient le système : 


{ P=aà+p, 
= pl + Bb. 


C’est un système de Cramer en (a, Bi) donc il admet une unique solution : 


XP = up Au? — u XP p—1 _ xp—1 
= — TU me ie 


À—u à À—u 


